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Définitions

Tribu
A C P() est une tribu si
e NeA
e Ac A= AcA

e VneN A, e A— UAnEA
neN

Probabilité

Une probabilité sur (£2,.4) est une fonction
P:A—0,1] telle que P(Q) =1

Un événement A est dit impossible si A = &, presque

impossible si P(A) = 0.
Un événement A est dit certain si A = €2, presque
certain si P(A) = 1.

Propriétés

Croissance

AC B = P(A) < P(B)

Sous-additivité

P( sz A) < gmi)

Additivité

P( U Ai> = Z P(A;) si union disjointe
i=1 i=1

Continuité croissante

Vn, Ap C Apyg = P( U An) = lim P(A,)

n——+4oc0
neN

Systeme complet

Une famille d’événements (4;); € I est un systeme
complet d’événements si leur union est disjointe et
certaine i.e.

Vi#j) el AinA;=aet | JA=0Q

el

Union
| P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)|

o-sous-additivité

P( U An> <> P(4y)

neN neN

o-additivité

P( U An) =) _P(A,) si union disjointe

neN neN

Continuité décroissante

Vn, Apyr C Ap = P( N An> = lim P(4,)

n——+o00
neN

Systeme quasi-complet

Une famille d’événements (A;); € I est un systeéme
quasi-complet d’événements si leur intersection est
disjointe et presque certaine i.e.

V(i #7) eI} AiNAj =2 et P(UAi> =1

el




Indépendance

Définition

P(AN B) = P(A)P(B)

Indépendance deux a deux

V(i # j) € I?, P(A; N A;) = P(A;)P(A))

Indépendance finie

V.J C I fini, non vide,P( N Aj> = H P(4;)

JjeJ JjeJ

Indépendance infinie

neN

P( ﬂ A,L> = nlggof[lp(Ai)

Formules importantes

Probabilités conditionnelles

Si P(A) #0,

Si A et B sont indépendants, alors P4(B) = P(B) Si A C B, alors P4(B) =1

Si (A;); € I est un systéme complet d’événements, alors

Probabilités totales

P(B) =) P(BNA)

iel

Si de plus, Vi, P(A;) > 0, alors

P(B) =Y Pa (B)P(A))

iel

Probabilités composées

Si P(A N

NA,) # 0, alors

’P(Alm...

N An) = P(A1) x Pa, (42) X Paynag(4s) . Pasnena,_ (An) |

Formule de Bayes

Si P(A) # 0 et P(B) # 0, alors

Pp(A) =

P(A) X Pa(B)

P(B)

Si (A;)ier est un systéme quasi-complet d’événements
tous de probabilité non nulle, alors

P(Ai) x Pa,(B)

Vi € J, Pp(A;) = > jes P(A;) x Pa,(B)




Variables aléatoires

Espérance Moment

Si la série Y a;P(X = a;) converge absolument, Si la série Y- af P(X = a;) converge absolument, on dit
que X a un moment d’ordre k :

E(X)=> a;P(X = a;)

el Z i P(X = a;)
iel
Variance Ecart-type
Si X2 est d’espérance finie, X aussi et o(X) est 'écart-type de X :
V(X) = B(X?) - [B(X)]? o(X) = vV(X)

Linéarité ?

[E(aX +b) = aB(X) + 1] V(aX +b) = a*V(X)

Lois de probabilités

Loi Binonomiale : X ~ B(n,p)

Nombre de succes parmis n épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p (et d’échec ¢ =1 — p).

_ ™\ Kk on—k
X(@) = [0.7] P =h= (k)p ‘ B(X) = mp V(X) = npg

Loi géométrique : X ~ G(p)

Temps avant le premier succeés d’une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p (et
d’échec ¢ =1 —p).

Loi de Poisson : X ~ P()\)

Nombre de succes rares dans un intervalle de temps fixé.




Inégalités

Markov Bienaymé-Tchebychev
Si X est d’espérance finie, Si X2 est d’espérance finie,
E(X V(X
Ya >0,/ P(X >a) < (a) Ya >0, P(|IX — E(X)| > a) < 22)

Série génératrice

Si X(Q) C N, la série génératrice de X est la série

> P(X =n)t"|

Son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.
Gx :t— Y P(X = n)t" est définie et continue sur [—1,1], C>® sur | — 1,1] et

G(k)
Ve N,P(X =k) = T)'(
Espérance Variance
X est d’espérance finie <= Gx est dérivable en 1 X?2 est d’espérance finie <= Gx est deux fois dérivable en 1
et alors E(X) = G’ (1) et alors V(X) = G% (1) + G'x (1) — (G'x(1))?




Couples de variables aléatoires discretes

Couple de v.a.d Loi conjointe

Loi de proba de (X,Y) : loi conjointe :
C’est aussi une v.a.d. par intersection de v.a.d.

V(i,7) € I x J,

P((X,Y) = (a;,b;)) = P(X =a;,Y =b)
(X,Y):Q — X(Q)xY(Q) = P(X=a)NnY =b))
w = (X (w),Y(w)) = pij €[0,1]

Lois marginales

ViEI, P(X:ai):ZjGJP(X:CLi,Y:bJ‘)

Vied, PY =b)=Y,;P(X=a,Y=b)

La connaissance de la loi conjointe permet de connaitre les lois marginales.
La réciproque n’est pas toujours vraie.

Indépendance

Les v.a X et Y sont indépendantes (X Ll Y)
< Y(a,b) e X(Q) xY(Q),P(X =a,Y =b)=P(X =a)P(Y =)

Par définition, si X et Y sont indépendantes, alors les lois marginales permettent de retrouver la loi conjointe.

Indépendance deux a deux d’une famille Indépendance d’une famille de v.a.
de v.a.

Pour toute partie finie non vide J C I

SiV(i,j) € I?,i # j,alors V(aj)jJ,P< ﬂ X; = aj> = H P(X; = a;)
V(a,b),P(Xi:a,ijb):P(Xi:a)P(Xj:b) jeJ jeJ

Stabilité de I'indépendance Stabilité par les fonctions
Si X 1L Y alors VA C X(Q),VB C Y(Q) SiX Y,
P(XeAYeB)=PXeAPY € B) alors V(p, ), o(X) 1 (Y)

Stabilité par les fonctions (lemme des coalitions)

Si (Xq,...,X,) sont indépendantes , alors
V(p,¥),Vpe[lin—1],o(X1...X,) L Y(Ypp1...Y3)




Sommes de variables aléatoires

Somme de deux v.a. Loi de probabilité de la somme

Vee Z(Q),P(Z=c)= Y pi

(4,5)€IXJT
[V € 0, Z(w) = X(w) + Y ()] artbi=c
Stabilité de la loi binomiale Stabilité de la loi de Poisson
Si X1 ~ B(nl,p) et X2 ~ B(ng,p) Si X1 ~ P(/\l) et X2 ~ P(/\Q)
alors X1 + X5 ~ B(ny + na, p) alors X1+ X2 ~ P(A1 + A2)
Espérance de la somme Linéarité de ’espérance
Si X et Y sont d’espérance finie alors X + Y aussi et Va € R,VG € R,
E(X +Y) = E(X) + E(Y) E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y)
Covariance Variance
Cov(X,Y) = E[(X-EX))(Y -E(®Y))] Si X2 et Y2 sont d’espérance finie
= E(XY)-EX)E(Y) alors V(X +Y) =V(X) + V(Y) +2Cov(X,Y)
Inégalités de ’espérance et de la covariance
Si X2 et Y? sont d’espérance finie, alors : Si X2 et Y? sont d’espérance finie, alors :
[B(XY)]? < B(X*)E(Y?) [Cov(X, V)] < VOV(Y)
Corrélation Conséquences de la corrélation

[S1X 1L Y] alors -

Si X? et Y2sont d’espérance finie, alors,
X et Y ne sont pas correlées <= Cov(X,Y) =0

—  E(X,Y)=EX)EY)

CvXY)=0 . y(x4+Y)=V(X)+ V()

’X LY ZZ X et Y non correlées‘

Variance et indépendance Série génératrice et indépendance
Si (X7 ...X,) sont deux a deux indépendantes, alors Si X(Q) CNet V() C NetX 1LY, alors,
V(i Xi) = 2, VI(Xa) Vt € [-1,1],Gx 4y () = Gx (1)Gy (1)




Loi faible des grands nombres

1 n
Soit (X}) une suite de v.a.d. et Yn € N*| Z, = — ZXk
n
k=1
Si les X}, sont indépendantes et de méme espérance finie 4 et de méme variance finie o2, alors :

0_2

Va >0, P(|A, — p| > a) < ?ngffooo




